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Liczby catkowite

Zagadka

Pomysl sobie jakas duza liczbe catkowita. Dodaj do niej te sama liczbe. Do
uzyskanej sumy dodaj jeszcze 10, a wynik podziel przez 2. Od otrzymane;j
liczby odejmij teraz liczbe, ktéra pomyslates na poczatku. Po wykonaniu
tych czterech dziatan pozostata Ci liczba 5. Wyjasnij.

Zadania do pierwszych dwéch lekcji

Zadanie 1.
(1) Oblicz za pomocy algorytmu Euklidesa NW D(3328,1599).
(2) Znajdz liczby catkowite xq i yo dla ktérych 3328z + 1599y, = 13.
(3) Rozwiaz rownania (w liczbach calkowitych)

(a) 3328z + 1509y = 13,
(b) 1232 + 4319y = 2,
(c) 213z — 144y = 12.
(4) Symbolem N oznaczamy zbiér liczb naturalnych, czyli zbiér liczb cal-

kowitych dodatnich. Ile wynosi NWD(n,n + 1) jesli n jest dowolna
liczba naturalng ? To samo pytanie dla NW D(n,n + 3).

Zadanie 2.

Rozwiaz kongruencje
(1) 23z =4 (mod 25),
(2) 92+ 2 =9 (mod 19),
(3) 1234z =5 (mod 6).

Zadanie 3.

Oblicz reszte z dzielenia liczby 5!234

przez 13.

Zadanie 4*.

Wykaz, ze 7 dzieli liczbe 1474247 4347 4447 1 547 1 647, Taka sama podzielnosé
zachodzi, jesli 47 zastapimy dowolng liczbg naturalna nieparzysta. Wyjasnij.



Zadania domowe i inne

Zadanie 5.
Obliczy¢ za pomoca algorytmu Euklidesa

(a) NW D(12345, 67890)
(b) NW D(54321, 9876).

Zadanie 6.

Rozwiaz w Z réwnania liniowe:
(1) 105z + 121y =1
(2) 12345z + 67890y = NW D(12345, 67890)

(3) 54321z + 9876y = NW D(54321, 9876).

Zadanie 7.
Rozwiazaé kongruencje:

(1) 23z =4 (mod 25)
(2) 924+ 1 =9 (mod 19)
(3) 1234z =5 (mod 6).
Zadanie 8.
Dlan € N niech n! =1x2x...xn (czytamy n silnia). Oczywiscie 1! = 1,

20=2, 31=6, 4! =24, 5! =120, 6! =720, 8! = 5040 i tak dalej. Oblicz
reszty z dzielenia:

(1) liczby 1!+ 2!+ 3!+ ... 4 50! przez 7,

(2) liczby 1!+ 2!+ 3!+ ...+ 111! przez 12.

Zadanie 9.
Rozwigzaé kongruencje:

(1) 8z =6 (mod 14)
(2) 66z =100 (mod 121)
(3) 21z = 14 (mod 91).



Zadanie 10.
Ile rozwiazan maja nastepujace kongruencje ? Nie musisz znajdowaé rozwigzan.

(1) 72z = 47 (mod 200)
(2) 4183z = 5781 (mod 15087)
(3) 1537z = 2863 (mod 6731)

Zadanie 11.
Poshugujac sie Matym Twierdzeniem Fermata

(1) Znajdz liczbe 0 < a < 73 taka, ze a = 9* (mod 73).
(2) Rozwiaz kongruencje 250 = 6 (mod 29).
(3) Rozwiaz kongruencje z%? = 3 (mod 13).

Zadanie 12.

Wykaz, ze zachodzg nastepujace kongruencje

(1) 25! =2 (mod 561) oraz 3°! =3
Wiskazéwka. Wykorzystaj rozktad liczby 561 na czynniki pierwsze i
MTF.

(2) 59614 — 12857 =1 (mod 7).

Zadanie 13.
Wykaz, ze dla kazdego n € N liczba

jest liczba catkowita. Wykorzystaj MTF.

Zadanie 14.
Wykaz, ze liczba 1™ + 2™ 4 3" + 4™ + 5" 4 6" jest podzielna przez 7 wtedy i
tylko wtedy, gdy 6 nie dzieli n.

Zadanie 15.
Zadna z liczb: 12321, 1234321, 123454321, 12345654321, 1234567654321,
123456787654321, 12345678987654321 nie jest liczba pierwsza. Dlaczego 7



Zadanie 16.
Dowies¢, ze dla kazdego naturalnego n > 2 liczby:

n!+2, nl4+3, nl+4, ..., nl+(n—1), nl+n

sg liczbami ztozonymi. Wywnioskowad z tego, ze dla kazdej liczby naturalnej
k istnieje ciag k kolejnych liczb ztozonych.

Zadanie 17.
Liczby 3, 5, 7 sa pierwsze. Czy istnieje liczba p > 3 taka, ze liczby p, p+2, i
p+4 sa jednoczesnie liczbami pierwszymi 7

Zadanie 18.

Uzupelnij szczegdly nastepujacego dowodu twierdzenia Euklidesa (o tym,
ze istnieje nieskonczenie wiele liczb pierwszych). Ten dowdd pochodzi od
Stiejtjesa.

(1)

(2)

Zalézmy, ze istnieje tylko skonczenie wiele liczb pierwszych i sa to
liczby p1, p2, ..., pr. Niech N = pips...pr. Oczywiscie N jest liczba
zlozona.

Niech N = nm, gdzie n, m > 1 bedzie jednym z przedstawien N w
postaci iloczynu dwoch dzielnikéw réznych od 11 od N. Kazda z liczb
pierwszych p1, po, ..., pr dzieli tylko jedna z liczb n i m.

Rozwaz liczbe n + m. Czy liczba n + m dzieli sie przez pi, po, ... lub
przez pg 7

Z PTA iz powyzszych zdan (3) i (1) wywnioskuj, ze istnieje nieskon-
czenie wiele liczb pierwszych.

Zadanie 19. (liczby pierwsze Mersena)

(1)

(2)

(3)

Sprawdz, ze zachodzi nastepujacy wzor sktroconego mnozenia " —1 =
(x —1)(x" 1+ 2" 2 + ...+ 2+ 1), gdzie x jest dowolng liczba oraz
n € N.

Niech a i ¢ beda liczbami naturalnymi wiekszymi od 1. Dowiesé, ze
jesli @ > 2 lub c jest liczba zlozona, to a® — 1 jest liczba ztozona.

Wywnioskuj z (2), ze jezeli 2° — 1 jest liczba pierwsza, to ¢ jest takze
liczba pierwsza.



Uwaga. Liczby pierwsze postaci M, = 2P — 1, gdzie p jest liczba pierwsza
nazgywamy liczbami pierwszymi Mersena. Liczby 2P — 1 sa pierwsze jesli
p =2,3,5,7, 13, 17, 19, 61, 89, 107, 127, 521, 607, 1279, 2203, 2281,
3217, 4253, 4423, 9689, 9941, 11213, 19937, 21701, 23209, 44497, 86243,
110503, 132049, 216091, 756839, 859433, natomiast kolejne M, dla p <
100000 sa liczbami ztozonymi. Najwieksza znana dzisiaj liczba pierwsza jest
liczba Mersena My3112609, ktora w zapisie dziesietnym ma 12978 189 cyfr.
Wedtug niedowiedzionej do dzisiaj hipotezy, istnieje nieskonczenie wiele liczb
pierwszych Mersena.

Zadanie 20. (liczby Fermata)

(1) Sprawdz, ze zachodzi nastepujacy wzor stréconego mnozenia x" + 1 =
(x+1)(z" 1 — 2" 2+ ...+ 1), gdzie = jest dowolna, a n jest liczba
naturalng nieparzysta.

(2) Niech a i ¢ beda liczbami naturalnymi wiekszymi od 1. Dowiesé, ze
jesli a jest nieparzysta, lub ¢ ma czynnik nieparzysty, to a¢ + 1 jest
liczbg ztozona.

(3) Liczby F, = 2" + 1 nosza nazwe liczb Fermata. Dowiesé, ze jedli
n # m, to NWD(F,, F,) = 1. Wskazéwka. Sprawdz, ze F,|(F, —2)
oile n > m.

(4) Wywnioskuj korzystajac z (3), ze istnieje nieskoriczenie wele liczb pierw-
szych.

Uwaga. F| =5, Fy = 17, F3 = 257 1 Fy = 216 4 1 = 65457 sa liczbami
pierwszymi, natomiast Fy dzieli si¢ przez 641 co wynika z nastepujacego
rachunku podanego przez Eulera: 641 = 2* + 5% = 5 x 27 + 1 z czego
dostajemy, ze 2¢ = 641 — 5% oraz 232 = 24228 = 641 x 228 — (5 x 27)*=
641 x 228 — (641 — 1)* = 641k — 1. Ponadto wiadomo, ze F5 = 641 x 6700417
oraz, ze 274177|Fg, 59649589127497217|F7 i nastepne 43 liczby Fermata
sa ztozone. Wedlug niedowiedzionej do dzisiaj hipotezy wszystkie liczby
Fermata, poczynajac od Fjs, sa liczbami ztozonymi.

Zadanie 21.

Wykazaé, ze istnieje nieskonczenie wiele liczb pierwszych p = 3 mod 4.
Wzorowadé sie na klasycznym dowodzie FEuklidesa tego, ze istnieje nieskon-
czenie wiele liczb pierwszych.



